Annexe 2

Logiques non classiques

A.2.1. L'Intuitionisme

La logique intuitioniste (Heyting 1930) s'attache davantage a la connaissance que
I'on peut avoir de la vérité des énonceés, elle est en cela plus proche de la
programmation informatique, dans la mesure ou elle ne prend en compte que la
constructibilité de preuves. Elle est née du rejet du principe du tiers-exclu et du
raisonnement par I'absurde. Pour l'intuitionnisme, une preuve est un moyen effectif,
par exemple une preuve de-AB est un algorithme de passage de toute preuve de
A & une preuve de B (aspect constructiviste). A chaque dérivation intuitionniste, on
peut associer un algorithme qui est un programme lié\aalcul (voir
I'arithmétique fonctionnelle de J.L.Krivine).

Une axiomatique de l'intuitionnisme est réalisée par le systéme de Hilbert de
l'annexe 1 dans lequel I'axiome —-=A A est remplacé par -A- (A - B). Sans
I'axiome —==A - A, le raisonnement par l'absurde consistant én-® - 0 c'est a

dire =P --Q n'est pas équivalent & &R qui est P- Q.

On prouve alors la formule =(A -A) indiquant qu'il n'y a pas contradiction, mais

pas le tiers-exclu A1-A comme en logique classique. On montre cependant que le
calcul propositionnel intuitionniste est décidable.

Par ailleurs il existe des sémantiques de Kripke ou topologique de Heyting assurant
le théoréme de complétude.

Un modele de Kripke est K = (C, F) ou C &,{B, X, ...} est un ensemble pré
ordonné de «conditions» et F est un ensemble de couplps u produit cartésien
C*Atomes vérifiant ¢, A) 0 F eta < B 0O (B, A) O F. On définit la relation

«force» notédpar les 6 clauses :
non @ # 0), si A est atomique A = (o, A)OF
a k- -A = OB=za non@ i A)
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o (A O B) = (ak-A) et (@ K B)

o k(A OB) = (a IFA) ou (a B)

oA -B) <0OBz2a BHAD BKB)
On définit alors A valide dans K si et seulementlai a = A et on montre la
consistance, a savoir gue - A eta - -A) est impossible, la monotonie :

(o +Aeta<pB 0O B # B)ainsi que la complétude :

A est valide dans tout modéle de Kripke
= A démontrable intuitionistiquement.
Cette sémantique s'étend aux langages de prédicats intuitionistes.

A.2.2. La logique modale

Alors que l'intuitionnisme est plus faible que la logique classique, la logique modale
la compléte. Elle est fondée sur le fait que la définition de B = -A[B vide la
notion d'implication de sa signification causale s'il n'y a aucun lien entre A et B car
il suffit en effet, en logique binaire classique, que A soit faux pour aveir B

vrai.

On distingue alors deux connecteurs duaux le nécefsatde possible, liés par

la relationOP = - 0-P. OA signifie que A est assuré comme vraipat qu'il est
simplement possible c'est a dire compatible avec les connaissances actuelles.
Si ces deux connecteurs sont idempotents, et si on remplace chaqueam, plrs

tout théoreme de logique intuitionniste est un théoreme de logique modale.
Sémantiguement un modeéle est un triplet M = (W mondes possibles, R relation
binaire sur W, v une fonction valeur du produit W*Atomes sur {0,1}) et on définit :

M, w) |FA =v(wA=1

(M, w) |=-A = non (M, w)|= A

M,w)[FAOB = (M,w)|=A et (M,w)|=-B

M, w)[FOA = Ow' si (wRw') alors (M, w}= A

Onauradonc: (M,WfFOA < OwW (WRw)et(M,w)=A
Pour une sémantique dans un espace ordonné (le temps) voir [Gabbey 82].

Axiomatiquement, on prend I'axiomatique du calcul propositionnel plus lI'axiome de
distribution :

O(A-B) - (O0A - 0OB)équivalental (A-B)OOA) - OB, laregle du
modus-ponens et la régle de nécessité BA pour le systéme appelé K, d'autres

axiomatiques plus complétes ont été imaginé, pour lesquelles existe un théoréme de
complétude :
Systeme KT : R est réflexive ce qui revient a indiquer en plus la «connaissance» par

laxiomeO A - A.

Systeme S4 : R est réflexive et transitive ce qui revient a I'axiome supplémgéntaire
A - 00 A (introspection positive, équivalente®@ — 0OA).

Systeme B : R est réflexive et symétrique, soit en plus,: B 0A
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Systéme S5 : R est une équivalence, c'est le systéme S4 plus l'axiome
d'introspection négativeA — 0O OA.

LA LOGIQUE AUTO-EPISTEMIQUE

La logique autoépistémique [Moore 83, 88], est la logique classique, augmentée
d'un seul connecteur modal dont l'interprétation sémantique est :
OA estvrai= A OT (la théorie)

L'objectif est de formaliser les concepts de croyance et de justification. On montre,
si th(S) désigne la théorie engendrée par les axiomes de S, dans le calcul des
propositions, I'équivalence de stabilité :

T= th(SO{OA/AOT}O{~OA/A OT})

T est dit «basé» ou «fondé» sur les axiomes S
= Toute assignation satisfaisant les formules de S (un modele de S) est aussi
modéele de T

Une assignation v donne une valeur de {0, 1} a chaque variable propositionnelle et
est étendue de facon classique en une interprétation des formules en rajoutant la

définition autoépistémique [[MA) =1] = AOT.
Puis on montre une «complétude» :

T est compléte (contient toutes les formules vraies dans chaque modéle de T)
= T=th(T)et(AOTO OAOT) et(AOTO -OAOT)
(T point fixe de th et stable).

EXEMPLES

Si §1 = {p} alors T = th(-Op, -O-p, O-0p, ...) est une théorie autoépistémique
compléte basée sur {p}.

Soit maintenant, = {Op - p}, il posséde cette fois deux extensions stables T
th(p, Op, -O-p, ...) et B = th(-Op, O-0p, ...) dont I'union est inconsistante,
(deux mondes paralléles).

S3={-~0p - q, -0qg - p} posséde deux extensions stablgs=Tth(p, -Oq, Op,
...) et o =th(qg, Op, Oq, ...) dont I'union est également inconsistante.

La sémantique est celle décrite plus haut, mais avec (W WA = Ow (M, w)

|= A, ce qui revient a la structure S5 compléte ou la relation R est la relation
d'équivalence trivialel{w, w' on a w R w").
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A.2.3. La logigue des défauts

Introduit par [Reiter 80], voir aussi [Froidevaux 85] et [Grégoire 90], ce point de
vue veut gérer des connaissances typiques ou particuliéres, mais sans s'engager dans
des problémes d'ordre ou de nombre comme avec le flou, par exemple, "en général
les routes sont assez larges pour que deux voitures se croisent», «en général, les
oiseaux volent».

Il s'agit de donner un sens au raisonnement révisable. Plus précisémént, si S est un
ensemble d'axiomes et th(S) la théorie qu'il engendre, la monotonie :

S=TO th(S) = th(T) est remise en cause, ce qui signifie qu'ajouter un axiome
n'élargit plus nécessairement la théorie engendrée. Par exemple [Besnard 89] si S =
{ami (Alex, Luc), ami (Luc, Max)}, la regle ami(x, y)l ami(y, z) : ami(x, z}-

ami(x, z) va prouver ami(Alex, Max), le fait de rajouter -ami(Alex, Max) dans S ne

le permettra plus, bien que S reste consistante.

Les regles sont de la forme (A : défautB T, signifiant que lorsque A est vrai et

gu'on ne peut pas prouver =B alors on déduit C. On nét€Aour une déduction

par défaut (A entraine C tant que I'hypothése B n'est pas contredite).
Onaparexemple: kB O A B (FA-BetARC)OBKC
[AF«Bet-F(B->C)]J0 Ak C (AFB et AC)OARBOC

La théorie engendrée par un ensemble d'axiomes S et de reégles R de ce type, se
définit comme en logique classique, (une extension), c'est le plus petit ensemble de

formules contenant S et stable par les régles. Un point fixe de l'opérateur th, qui
peut encore étre défini par induction comme : B N Ej avec k=S et,

Ei+1 =5 O{C/(A:B1, B, ... By - C)OR et0i -Bj 0 E}

EXEMPLE 1
PourlesréglesR={1: & C, C: Bl -D, 1: DF B}, si 1 désigne le vrai, on
déduit {C, =D} qui est I'unique extension.

EXEMPLE 2
S=0etR={1:A+B,1:-AFC,B:DFD,D:BF A, C:-BF -A},
possede deux extensions (deux mondes paralléles) {A, B, D} et {C, -A}

EXEMPLE 3
S=0etR={1:-AF -A, 1:-BF -B, 1: AOBF A B}, posséde les trois
extensions {-A, -B}, {-Al -A, AOB} et {-B, A OB}.

EXEMPLE 4

S={A} etR={A:BF C, A: DF -C}, n'a pas extension.

Il est possible que I'union de deux extensions soit consistante, c'est le cas pour S =
OetR={1:-AF B,1:-BF A} dont les deux extensions sont {A} et {B}
pouvant cohabiter.
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Un défaut est dit «<normal» s'il est de la forme AF B.

En particulier «H est une hypothése» peut s'écrire 1 k-H. Lorsque tous les

défauts sont normaux, il y a au moins une extension, et toutes les extensions sont
mutuellement incompatibles.

LA LOGIQUE DES PREDICATS NON MONOTONE DEIAC DERMOTT

C'est une logique [Mc Dermott 82] plus forte que le systéeme S5 augmenté de
'axiome de Barcan{x OA) - O(Ox A) et de la regle d'inférence de

généralisation A~ [Ox A, ainsi que d'une derniére regle dont I'expression non

formalisée est «On ne peut inférer —=BA>0A. Si S est un ensemble d'axiomes, a
c6té de Th(S) définie traditionnellement comme la théorie engendrée par S, on pose
I'ensemble des hypothéses de S relativement a U c'est a dire consistantes avec U
comme :

Hyp(S / U) = Op / p formule close et - U} - Th(S)
Ce que l'on note «Th~ théorie non monotone» engendrée par les axiomes de S est le

plus petit point fixe U vérifiant U = Th(8 Hyp(S / U)). On pose alorsip q si et

seulement si @ th~(p).

Cette regle permet d'admettre que A est possible jusqu'a ce que -A soit démontré,
auquel ca®A et toutes ses conséquences doivent étre retirées. Mac Dermott montre
gu'il y a équivalence entre la théorie de S5 et cette théorie non monotone.
Exemples, pour S =0 - -q,0q - —-p}, SO {-p} et SO {~q} sont les deux plus

petit points fixes.

Pour I'unique axiomeép — —p, il ne peut y en avoir.

A.2.5. Les logiques temporelles

«Irma est veuve, Max a épousé Irma donc Max a épousé une veuve, mais alors Irma
n'est plus veuve». C'est le genre de contradiction qui apparait lorsqu'on ne tient pas
compte de I'évolution d'un systéme dans le temps. Des systémes de prédiction ou de
contrdle en temps réel (gestion des alarmes etc...) doivent pouvoir raisonner, outre
dans l'incertain, dans le temps. Ces raisonnements sont donc non monotones, a
savoir que des conclusions peuvent étre remises en cause par de nouvelles
informations arrivant dans le temps. Une proposition dans la logique temporelle,
peut avoir différentes valeurs de vérité a des instants différents.

On introduit dans la logique des opérateurs temporels unaires F et P :

Fp : p sera vrai au moins une fois dans le futur

Pp : p a été vrai au moins une fois dans le passé.

Gp : p sera toujours vrai dans le futur (dorénavant), Gp est défini par =F-p

Hp : p a toujours été vrai dans le passé (jusqu'a présent), Hp est défini par =P-p

SEMANTIQUE

Afin de formaliser les différentes logiques temporelles qui suivent, il est nécessaire,
comme en logique modale, de considérer un graphe appelé «cadre temporel» (T, R)
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pour représenter le temps, dans lequel R est une relation binaire (au minimum
transitive pour le systéemegl.mais pas obligatoirement un ordre total).

Si F est I'ensemble des formules, un modéle est (T ensemble d'instants, R relation
binaire sur T, v fonction F*T vers {0,1}) et :

v(Gp,t) =1 = Ou si(tRu)alorsv(p,u)=1
v(Hp,t) =1 = Ou si(uRt)alorsv(p,u)=1
v(Fp,t) =1 = Ou (tRu)etv(p,u)=1
v(Pp,t)=1 = [Ou (URtetvp,u=1

(ces deux derniéres étant déduites de v(-p, t}=\(p, t) = 0)
et naturellement la sémantique des propositions classiques :
v(-p,t) =1 = Vv(p,)=0
vipdg,t)=1 <= v(p,t)=21etv(q,t)
vipOqg,t)=1 < v(p,t)=10uv(q,t)

1
1

ASPECT SYNTAXIQUE

Lo La plus simple axiomatique est alors le systémedntenant les axiomes de la
logique classique avec les 4 axiomes supplémentaires :

G(p - a) ~ (Gp ~ Ga) p- GPp

H(p - g) -~ (Hp - Ha) p - HFp

et la régle ordinaire du modus-ponens : si A et. AB sont prouvés, alors B l'est
aussi, ainsi que la régle dite de généralisation temporelle : si p est un théoréme,
alors Gp et Hp le sont aussi.

Un certain nombre de théorémes de complétude ont été prouvés, il s'agit des
théoréemes montrant qu'une proposition est déduite par la syntaxe si et seulement si
elle est vraie relativement a une sémantique.

Les différentes axiomatiques ci-dessous correspondent alors a une propriété
particuliére de la relation d'antériorité R.

L1 (ordre) est g augmenté de I'axiome Gp GGp qui indique la transitivité.
Remarquons que, par définition de G, cet axiome (ou plutét ce schéma d'axiome
valable pour toute proposition p) est équivalent a :

(=F-p - =F==F-p) = (F~@d -FF-p) = (FF-p- F-p) soit : (FFp- Fp).

L arb (ordre arborescent) est laugmenté de :
PpOPq- P(pdPq)dP(pOq)dP(Pplq) I'ordre est linéaire en arriere (une
arborescence, donc déterministe pour le passé et ramifié pour le futur).

L 2 (ordre total) est b augmenté de deux axiomes : BfFq - F(pOFq)O F(pO
q) OF(FpOq) (l'ordre est linéaire vers l'avant, donc dans le futur) et aussi linéaire
en arriére (donc dans le passé) {Apq - P(pOdPq)OP(pOq) OP(Pplq)

L 3 (ordre total avec extrémités) esp bt 2 axiomes (0 et 1 désigne le faux et le
vrai) : GOOFGO et HOO PHO.

L 4 (ordre total sans extrémités) est jplus 2 axiomes Gp- Fp, Hp - Pp, (l'ordre
n'a pas d'extrémités)
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L 5 (ordre total dense) esplet Fp— FFp

LQ (ordre total dense dénombrable) est la réunion gletlls (Fp -~ FFp qui
entraine Pp~ PPp). L est isomorphe a I'ensemble Q des rationnels, et un
théoréme du a Hamblin montre que toutes les combinaisons de «temps» avec les
opérateurs G, H, F, P, se raméne a 15 temps reliés par des implications :

Hp ——» PHp | HPp —» Pp

& +—»| Fop » o —»

Figure A.2.1Realations d'inférences entreles 15 temps dagns L

L g (ordre total discret) estdet 2 axiomes plHp — FHp, p0dGp - PGp

L 7 (ordre total complet c'est a dire sans coupure ouverte. Une coupure non ouverte,
(fermée) est une partition de T en deux intervalles | et J telle qu'il existe s avec s =
max(l) ou bien s = min(J). R est complet, Q ne l'est pas en prenant par exemple | =
{X/x2<2}etd={x/%¥>2})

L7 est Lp augmenté de l'axiome :

FpOFG-p - F(HFpOG-p), et PAIPH-p - P(HPpOH-p)

LR est Lo avec FplFG-p— F(HFpUG-p) etaussi :

PpOPH-p - P(GPplH-p) isomorphe a I'ensemble des réels R.

L g (bon ordre : toute partie de T posséde un plus petit élément), £'aget :

H(Hp - p) - Hp

L g (treillis, temps ramifié ou chaque couple a un majorant commun et un pin) L
augmenté de Gp- Fp, Hp - Pp, FGp— GFp et PHp- HPp.

REMARQUE A PROPOS lJNE REPRESENTATION DES INTERVALLES DANS LE TRAITEMENT
DU TEMPS

Les relations d'Allen [Allen 81] sur les intervalles de temps sont :
I<J=D0Oudl0OulOJ u<v,]|précedeJ
I'mJ < max(l) = min(J), | touche J
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10J <= min(l) < min(J) et min(J) < max(l) < max(J), | chevauche J

ldJe | =J,lestdans J

I's J= min(l) = min(J) et max(l) < max(J), | débute J

I e J= min(l) > min(J) et max(l) = max(J), | termine J
Le systeme d'Allen est un ensemble d'intervalles muni des 13 relations formées par
I'égalité, les 6 relations (antiréflexives) ci-dessus et leurs relations réciproques. Si | =
[X, y] est un intervalle, on peut représenter | par le point (x, y) du demi-plan supérieur
a la diagonale x =y (qui représente d'ailleurs les intervalles réduits a un point), en ce
cas les images de | par ces 13 relations sont figurées par les 6 zones ouvertes, les 6
portions de droites et le point | lui-méme.

st mt

Figure A.2.2 Sur ce dessin du a [Bestougeff, Ligozat 89] la partie marquée «d» par
exemple, est I'ensemble d(I) des intervalles J tels que J d | c'est a dire des intervalles J
inclus dans I. La demi-droite marquée mt est I'ensemble des J =[x, y'] tels que | m J,
c'est & dire «prolongeant» | avec x' = .

LA LOGIQUE CAUSALE DESHAFER [Shafer 96]

Il s'agit d'une construction axiomatique d'un systéme de logique temporelle et
probabiliste faisant appel aux relations intuitives de «peut précéder», «peut suivre»,
«peut diverger», «fusionne» ...

Le but est de définir une structure «espace d'événements» sur des éléments appelés
«situations», par plusieurs relations d'ordres :

X >y (x se raffine eny, signifiant concrétement que y est une situation particuliere
de I'événement x). Cet ordre doit étre tel que toute partie A posséde une borne
inférieure appelée fusion de A, c'est la situation la plus grossiére résumant toutes
celles de A.
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x w= y (x permet y) relation devant vérifierae y et z> y [ X w z

X =y (X requis pour y, ou y requiert x) devant vérifiesxy et z> x [0 z=»y

X <y (X précéde y}» x = y et x=+y (X permety ety requiert x)

X <>y (x ety se chevauchent) x et y ont un raffinement commun (en d'autres termes

sont «confluents» pour la relation «étre raffiné p&ry c'est le cas de T et U ci-
dessous dont Y est un raffinement).

I
Situation initiale

~

activité
-1
- - | b ~ ~
-
-’ - ! b ~
P - I h ~
Phe v RN
V h
T U V courses ou
sortir faire de I'exercice| | exercice a l'intériet
-

(AN 1\ PR
[N 1N\ _- - 1
RN 1 NS I
1 \ [ < \ 1
1 \ g \ 1

-
1 \ e 1 \ 1

P
1 \_~ 1 N 1
1 PRGN 1 N 1
Ld
- \ 1 N\
Y& . g
X \ ! Z faire de l'exercict
. N\ | .
faire des courses \ sans sortir
Y
marcher

Figure A2.3 Exemple de raffinement de situations, en pointillé, la relation «se raffine
en», en trait plein «précede». On imagine la complexité d'un tel arbre en augmentant
le détail (raffinement des situations).

La complexité de cette structure réside dans le fait qu'on ne peut représenter ces
situations dans un arbre (pour la relation <) ni méme dans un arbre ou chaque nceud
serait une composante connexe vis a vis de la rel&onC'est pourquoi la
définition formelle est donnée grace a 5 relations de base dpmjuR est
exactement, et une axiomatique comportant notamment :

Axiome 1 (pour toutes situations, on a toujours au moins l'une des 5 relations
satisfaite : x Ry ou x R you x Ry oux Ryoux Ry nommées
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respectivement «chevauche», «peut requérir», «peut appeler», «peut entrainer» et
«peut diverger».
Axiome 5, a savoir : si x Ry pour l'une quelconque de ces 5 relations, alors il
existe toujours un raffinement x' de x lié a y panfis non lié a y par aucune des
4 autres.
On pose alors les définitions :
X Roy (x peut requérir y» y R3 xouy Rq x
X =+ y (X requis pour y)=» X Roy, mais unique relation vérifiée parmi les 5.
X >y (x seraffine eny) —(y Rox)et-(y R x)et-(yRx)-(yRsX)
X w=y (x permety)e ~(x Ryy)et=(x Ry) et -(y R )
x <y (xprécede y)} «(x Rpy)et~(x R y) et =(y Ry x) ~(y Ry x) et =(y R x)
X - y (ximplique y, avant ou aprés) -(X Rgy ) et =(X Ry y)
X =» y (x oblige ou appelle y)
= Xmpyetx=+ryeta(XRyy)
= X R3y, mais unique relation parmi les 5
x 3 y (x ety divergent, ne peuvent avoir lieu en méme temps)
= X Rgy, mais vérifie cette unique relation parmi les 5.
Une «clade» sera une partie formée d'éléments deux a deux divergents.
On montre alors qu'étant donnés x et x' distincts avec x' raffinant x, il existe

toujours une situation notée x \ x' raffinant x et réalisant la fusion de tous les
raffinements de x qui divergent de x'. On dit que x' et x \ X' décomposent x.



